To koblede spin 1/2-par'1:ikler'

- med referencer til vektorer i rummet

TorsTEN TRANUM ROMER, Frederiksberg Gymnasium

Kvantemekanikkens selsomme verden er noget som til alle ti-
der har fascineret mennesket, og ensker man som gymnasieelev
at tage hul pa et mere dybdegéende kendskab til omrédet, fx i
forbindelse med en SRP, er Qbits og entanglement — kvante-
mekanikkens forunderlige verden, af Steenstrup og Gren, [1],
et godt sted at starte. Materialet, hvis indledende kapitler dan-
ner et godt grundlag for lasning af denne artikel, er et stykke
grundigt og dybdegdende gymnasial faglitteratur, som efter
en gennemgang af de grundlaeggende kvantemekaniske prin-
cipper dykker ned i kvantecomputerens bagvedliggende fysik.

Uanset om man som gymnasieelev ensker at sege viden om
kvantemekanik generelt eller om specifikke anvendelsesom-
rader som fx kvantecomputere, kvantekommunikation eller
superledning, er faenomenet entanglement, kvantemekanisk
sammenfiltring, ikke til at komme uden om. Entanglement
manifesterer sig pa forskellige mader, alt athaengig af det fy-
siske system det foregar i, og kan sdgar forckomme mellem
to meget kvantemekanisk forskellige objekter V.

En vigtig brik i at kunne forsta et fysisk indviklet fenomen
som entanglement, er at kunne strukturere det matematisk og
derved gore det muligt at regne pa ud fra matematiske prin-
cipper. Ligeledes er det nedvendigt at tage udgangspunkt i et
konkret eksempel, s& matematikken ikke blot bliver en pas-
siv ramme. I denne artikel ser vi pa et system bestaende af
to koblede spin I/Z—partikler, fx to elektroner, et system som
gor det muligt at stifte bekendtskab med centrale aspekter af
entanglement, dog uden at det bliver sd kompliceret at forsta-
elsen gar tabt.

Nar nyt og kompliceret stof skal forstas, er det vigtigt at kun-
ne forankre det nye i noget allerede kendt. I denne artikel,
som er rettet mod badde gymnasielaerere— og elever, er dette
didaktiske princip forsegt indarbejdet ved at treekke trade til
stof som elever med matematik pad A niveau meder som en
del af kernepensum.

0. Koblede elektronspin

Nar man i kvantemekanikken skal beskrive tilstanden af en
elektron, har man brug for fire kvantetal, [2] afsnit 6-10. Ud
over hovedkvantetallet #n, som man i gymnasiet kender fra
skalmodellen for atomer, findes bikvantetallet (ogsé kaldet
det azimutale kvantetal) /, det magnetiske kvantetal m og spin-
kvantetallet s. Denne artikel beskeeftiger sig med sidstnavn-
te, og da dette er uathaengigt af de tre andre kvantetal, skal vi
ikke her beskaftige os yderligere med disse.

Spinkvantetallets veerdier antages altid i “enheder” af den redu-
cerede Plancks konstant 4, hvor 7 =% 0g h=6,626-10"4J-s
er Plancks konstant, som vi kender den fra fx Plancks for-
mel. For at lette notationen undlader man derfor nogle gange
at skrive den reducerede Plancks konstant og skriver fx blot
s= 5 istedet fors = h. Vi vil i nedenstdende benytte os af
denne simplificering.

En elektron tilherer den partikelgruppe man kalder fermio-
ner, og disse er karakteriseret ved at have et halvtalligt spin
% , % , 5 OSV., underforstaet i enheder af /. En af de fysiske
egenskaber ved et partikelspin er, at det opferer sig som en
lille magnet med nord— og sydpol, hvilket giver anledning
til at betragte et spin som en vektor, dog ikke en helt normal
vektor, men en vektor der kun kan projiceres ind pa en lod-
ret z—akse 1 diskrete hel—tallige spring. For fx en spin % flpar-
tikel vil dette give de mulige z—projektioner +% , +% ,—>5 08
—% . En elektron har spin 7, hvilketlefter samme logik giver
to muligheder for z—projektionen: +7 (kaldet spin op) og —5
(kaldet spin ned).

En af elektronspinnets fysiske egenskaber er, at det opforer sig
som en lille magnet, og for at visualisere dette kan man til en
vis udstrakning tenke pa elektronen som ladning, der hvirv-
ler rundt i et kugleformet omrade. Bruger man tommelfinger-
reglen for klassiske magnetfelter skabt af ladning i bevagelse,
kan man forsta spin op som ladning, der hvirvler mod uret og

Figur 0

Venstre: Spin op (rod pil) kan i et klas-
sisk billede teenkes pda som ladning,
der hvirvler rundt mod urets retning
og derved danner et magnetfelt med
nordpol opad i pilens retning. Spin ned
(bla pil) kan pa tilsvarende vis teenkes
pd som ladning, der hvirvler med urets
retning og derved danner et magnetfelt
med nordpol nedad i pilens retning.
Haojre: I et koordinatsystem med en lod-
ret z—akse dannes en vinkel pd 55° mel-
lem spin vektoren og z—aksen. Vinklen
er beregnet vha. klassisk trigonometri.
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spin ned som ladning, der hvirvler med uret, se figur 0, Venstre.
Denne klassiske visualisering, kan dog i nogle henseender
veere misvisende, idet det kvantemekanisk geelder, [1] s.7, at
leengden af en spinvektor er givet ved ,/s-(s+1) 7, som s
fors= % betyder, at elektronens spinvektor har leengden 73}‘1 ,
hvilket er storre end projektionsvardierne £5 /4 ind pa z—ak-
sen. Afbildet i et koordinatsystem ma de to spinvektorer, som
vi kalder spin op og spin ned derfor danne en vinkel med z—
aksen, og de to tilstande spin op og spin ned, peger derfor set
i et koordinatsystem ikke modsat, selvom deres z—projektio-
ner gor, se figur 0, hojre.

En af kvantemekanikkens hjernesten er en raekke regler for en
elektrons mulige tilstande, og en af disse regler er kendt som
Paulis udelukkelsesprincip. Dette princip betyder, at to elek-
troner ikke kan vere i samme kvantetilstand. Fx kan to elek-
troner i den samme rumlige position ikke have samme spin gi-
vet at deres ovrige kvantetal er ens. Flippes det ene spin rundt,
er det andet spin nedt til at flippe modsat, sa de ikke begge pe-
ger i samme retning. De to spin er derfor koblede: Nar det ene
peger op skal det andet pege ned og vice versa.

1. Noget nyt og noget allerede kendt

1.1 Det euklidiske rum

For at kunne behandle fysikken bag kvantemekaniske spin er
det nedvendigt at kunne udtrykke fysikken matematisk. Vi laeg-
ger derfor ud med at indfere en made hvorpa partiklers spin
kan repraesenteres som matematiske objekter.

De matematiske objekter, vi skal se pa i denne artikel, befin-
der sig i et matematisk rum kaldet et vektorrum. Lad os starte
med at se et eksempel pa et matematisk vektorrum som vi al-
lerede kender godt, nemlig det to— og tredimensionale eukli-
diske rum. Det er det, vi kender fra henholdsvis vektorer i
planen (plangeometri) og vektorer i rummet (rumgeometri).

I det todimensionelle tilfeelde udspaendes vektorrummet af ba-
sisvektorerne {éx,éy }, som har den egenskab, at de er indby-
des orthogonale og begge har leengden 1. Vi kalder en sddan
basis for en orthonormal basis, og man kalder det en komplet
orthonormal basis, hvis enhver vektor i vektorrummet kan be-
skrives som en sakaldt linearkombination af de to basisvkto-
rer — det betyder, at enhver vektor V i planen kan skrives som
Vv=a-é +b-e, , hvoraogb er toreelle tal.

Det todimensionelle euklidiske rum er netop et eksempel pa
det, man kalder for et vektorrum, og til et vektorrum kan man
knytte et sakaldt indre produkt. En af de forste ting man laerer
om vektorer i planen er at udregne prikproduktet (skalarpro-
duktet), og prikproduktet er netop det indre produkt for det
todimensionelle euklidiske rum.

Ser vi pé det tredimensionelle euklidiske rum, vil det veere ud-
spaendt af den orthonormale basis {éx,é é } hvis egenska-

y> 7z )

ber vha. prikproduktet (det indre produkt) kan skrives som:
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o 1 hvisi=j for ;. 7 )
é-é = ori,j=x,y,z

"7 |0 hvisi#j / Y

Med ligning (1) begynder vi at udvikle den notation, artiklen
benytter, og som vil gere os i stand til at udtrykke kvanteme-
kanik pa en pracis og komprimeret made.

Ligning (1) udtrykker, at de tre vektorer, der peger i hhv. x—, y—
og z—aksens retning er indbyrdes ortogonale og alle har leeng-
den 1. Vi husker her, at en vektor prikket med sig selv giver
kvadratet pa vektorens leengde, som jo sa giver 1, hvis og kun
hvis vektoren har langden 1.

Vi skal i det folgende anvende en ny og i kvantemekanikken
hyppigt anvendt notation for det indre produkt, nemlig <:|->,
hvilket for tilfzeldet med den ortonormale basis udtrykt i (1)
ville skrives som

o 1 hvis i=j T,
<i|j>= ... for i,j=e,e.e
0 hvis i# j

For at udvide de matematiske rammer yderligere, introduce-
res nu det matematiske begreb Hilbertrum. Et Hilbertrum er
et vektorrum, generelt i #» dimensioner, med et tilherende in-
dre produkt, <:|->, og udspandt af en komplet ortonormalba-
sis bestaende af n basisvektorer. En vektor v i et Hilbertrum
kan udtrykkes som v =z"jai -¢;, og 1 det generelle tilfeelde kan
koefficienterne, a, veere bade komplekse og reelle tal. Vi skal
dog i denne artikel begrense os til reelle koefficienter.

I notationen, hvor det indre produkt skrives som <:|->, er <'|
et element med dimension 1xn (1 rekke og n sejler) og kal-
des for en bra, mens |-> er et element med dimension nx 1 (n
rekker og 1 sejle) og kaldes for en ket. Logikken i navngiv-
ningen stammer fra en deling af ordet bracket der pa engelsk
betyder parentes.

Det indre produkt udfert mellem en bra og en ket kan ved at
folge de normale regler for matrixmultiplikation skrives som

hvor <.|:(a1 an) og |>=

1.2 Vektorreprzesentation af et spin
Spin op og spin ned er ortogonale tilstande, i den forstand, at
den ene tilstand intet indeholder af den anden.

Ortogonaliteten af de to tilstande geor det neerliggende at reprae-
sentere de to spin i den euklidiske plan, se figur 1, repreesen-
teret ved de orthonormale basisvektorer €, og €, saledes at

e [)ea

Her er det dog vigtigt at skelne ortogonaliteten af de to spintil-
stande fra det visuelle billede af deres repraesentioner i et ko-
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ordinatsystem hvor €, peger langs x—aksen og €, peger langs
y—aksen og dermed er matematisk ortogonale (vinkelrette).

y

$ -0

N~ () ~éx x
>

Figur 1
Spin op (rod) og spin ned (bla). For hvert af de to spin er vist tre
repreesentationer.

1.3 Vektorrepraesentation af to spin

Vi udvider nu det system, vi ser p4, til at besta af to koblede
spin %—partikler, igen typisk to elektroner. Kombinatorisk
giver to spin, der hver kan pege op eller ned, 4 muligheder,
og systemet beskrives derfor generelt i et firedimensionalt
Hilbertrum H, altsa et 4-dimensionalt vektorrum med tilhe-
rende indre produkt <-|->udspaendt af en komplet ortonormal
basis bestéiende af 4 basisvektorer { [T1>, Ld>, [T> 1 T> ).
For disse fire basistilstande galder altsa, at

1 hvis i=j
<|>= S
0 hvis i#j
Fx er <N |Ty>=1 mens <TT|N>=0.

Vi skal 1 denne artikel ikke behandle Hilbertrum i yderligere
detalje og henviser til fx [3] definition 4.5.

De fire ortogonale spintilstande reprasenteres i Hilbertrummet
ved hver deres basisvektorer saledes, at

(>, =, M=, (L1 1= ()

S O o =
S O = O
S = O O
— o O O

Man kunne ogsa have valgt fire andre basisvektorer, sa lenge
disse blot udger en komplet ortonormal basis.

Onsker vi, som i det todimensionale tilfaelde, en direkte visua-
lisering af de fire basisvektorer, kommer vi til kort, da vi i s
fald skulle visualisere fire rumlige dimensioner pa én gang.
Dog kan man blot induktivt teenke videre fra to til tre til fi-
re dimensioner ved at overfore de allerede kendte principper.
I det kommende afsnit vil vi derfor leegge ud med en firedi-
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mensional matematisk behandling, der ikke direkte lader sig
visualisere, men som alligevel tillader visualiserbare fysiske
tolkninger. Derefter vil vi ud fra en rakke fysiske argumenter
udvikle en notation, hvor vi, selvom vi stadig befinder os i fi-
re dimensioner kan udtrykke os med todimensionale vektorer.

2. To koblede spin 1/z—partikler

2.1 Tilstande i Hilbertrummet

I det folgende vil vi bruge begrebet vektor, nar vi taler om
et element i Hilbertrummet, som er reprasenteret ved en
4x 1 vektor, mens vi bruger begrebet tilstand for et element i
Hilbertrummet der udtrykker en fysisk tilstand.

En vilkarlig spintilstand [¥> i Hilbertrummet opnés som en
linearkombination af basisvektorerne.

W>=a|M>+bd>+c|T>+d IT> 3)

For matematisk at kunne udtrykke en fysisk handling pa en
spintilstand, ligning (3), introduceres operatorbegrebet. En ope-
rator benaevnes generelt 0 , og nar den virker pé spintilstanden
|'V> skrives dette som O [¥>, men man kan naturligvis vaelge
andre navne til bade operatoren og tilstanden.

En operator er ikke et begreb, man sa ofte herer i gymnasiet,
men det er ikke s kompliceret endda. Fx kan det at differen-

x(t)

tiere en vektorfunktion v(¢)=| y(¢) | mht. parameteren ¢ be-

2(1)

skrives ved en operator, D :

d

< 0
dr
p=lo % o
dr
0 d

dr

I dette tilfelde ville D virke ind pa vektorfunktionen ved at
sammensette elementerne efter samme struktur som ved ma-
trixmultiplikation, saledes at

49 o 40
dr x(t) dt
~ _ d d
Dv(t)= 0 a 0 )Z/g)) = ay()
0 % %z(l‘)

For at behandle kvantemekanikken i vores 4—dimensionel-
le Hilbertrum ved hjalp af linewr algebra reprasenteres en
operator O ved en 4x4 matrix M . Indgang ij (rakke—soj-
le) i denne matrix findes ved en metode fastlagt i definition 1.



Definition 1

I en matrice M benzvnes det element, der befinder sig i
rekke 7 og kolonne j, som My i . Man kalder ogsa dette for
matricens indgang nummer ;.

Matricens indgang i; fastlegges ved at lade den tilherende
operator O virke ind pa den j’te basisvektor og derefter ta-
ge det indre produkt med den i’te basisvektor.

M g =<0 0 |j >, hvor i ogj i et firedimensionalt rum kan
antage verdierne 1, 2, 3 og 4 svarende til de fire basisvektorer.

J

En operator virker pa en tilstand under opfyldelse af falgen-
de regneregler:

's a

Szetning 1

Lad O vere en operator og lad [¥> = a |TT>+ b L{>
+ ¢ [T>+ d 1> vaere en tilstand i det 4—dimensionelle
Hilbertrum. Der gelder da felgende:

~

o>

@M>+b>+cN>+d[1>)
OM>+b0 {i>+c0 N>+d 0 IT>

J

Oa
=a

Vi ser altsa, at bade den distributive lov (operatoren virker led-
vist) og “konstantreglen” (konstanter passerer undrede gen-
nem operationen), begge kendt fra vektorregning, differential-
og integralregning, galder for operatorer og deres matricer.

2.2 Egenveerdier, egenvektorer og egentilstande

En af de grundlaggende postulater i kvantemekanikken er,
at en maling pé systemet vil medfere, at systemet kollapser
til (tvinges til at vaere 1) en sékaldt egentilstand for mélingen,
samt at en malt veerdi altid vil veere en egenverdi for den giv-
ne egentilstand. For at fa en fyldestgerende fysisk beskrivelse
af dette kvantemekaniske grundvilkar, er det derfor essentielt
at kunne udtrykke egentilstande og egenvardier matematisk.
Denne udfordring har den lineere algebra et svar pad gennem
begreberne egenvektor og egenverdi. Disse begreber ses de-
fineret i definition 2.

| Definition 2 N
Givet en operator 19) og dens tilherende matrice M samt
en tilstand |W> reprasenteret ved vektoren v defineres
folgende:

En tilstand > som opfylder, at 0 |¥Y> = E |¥> kaldes en
egentilstand til O. E kaldes for egenvardien (herende til
egentilstanden).

Udtrykt som lineer algebra vha. vektorer og matricer ser
det séledes ud:

En vektor v som opfylder, at M % =E 7 kaldes en egen-
vektor til M . E kaldes for egenvardien (herende til egen-
vektoren).

For ved hjelp af allerede kendt matematik, at visualisere, hvad
der er sé specielt ved en egenvektor, kan vi teenke pa vores vi-
den fra vektorer i planen og rummet, hvor det at gange en vek-
tor med et tal ¢ svarer til et forlaenge (hvis # > 1) eller forkor-
te (hvis # < 1) vektoren. Nar en tilstand er egentilstand for en
operator (eller alternativt nar en vektor er egenvektor for en
matrice) svarer det altsé til, at operatoren (eller alternativt ma-
tricen) har den virkning pa tilstanden (vektoren), at den knyt-
ter en entydig veerdi til vektoren, nemlig den vardi der ska-
lerer vektoren op eller ned med en bestemt faktor, se figur 2.

y

<

Figur 2
Vektoren v ganges med egenveerdien E. Her ses et eksempel, hvor
E> 1 ogaltsier|Ev|>|V ]|

Vi skal nu se pa, hvordan vi med lineaer algebra kan udtrykke
nogle af de kvantemekaniske malinger og operationer, man kan
foretage pa et system af to koblede spin 7 1 —partikler. Med ud-
gangspunkt i et eksempel kaster vi os ud i at opstille matricen
for en operator. Vi vaelger operatoren S." som for den ene par-
tikel, benavnt partikel a, maler projektionen af dennes spin
ind pa z—aksen (med andre ord z—komponenten af spinnet).

Onsker man i vores 4—dimensionale Hilbertrum at opskrive
~ a

matricen for operatoren S: , skal man udregne hver af de 16
indgange. Vi ser pa to eksempler:

S., =<Ms. |TT>——<TT|TT>_

NI:P

S, =<Ms. |¢¢>——<TT|¢¢>—

“|=+
v
S

Man indser hurtigt, at grundet den orthonormale basis og det,
at operatoren S ." ikke @ndrer pa spinnet af partikel ¢, som
den virker pa, vil matricen kun indeholde diagonalelementer
og den kommer til at se ud som folger:

n/2 0 0 0 1000
5.2 0 -n/2 0 0 _h 0-100
0 0 n/2 0 20010
0 0 0 -n/2 000-1
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0
~a 0
Lader vi S: virke ind pé fx NT> = 0 fés
1
10001)0 0
~a 0-10 010 0
3.\ =n/2 S g I ATES
001010 210 2
00 0-1){1 1

Altsa er egenvaerdien for S." virkende pa N T> bestemt til
—g , hvilket viser, at partikel a har spin ned.

Hvis vi generaliserer tanken ovenfor, indser vi to ting, som
geelder for vores system bestdende af to spin % —partikler:

1. En operator, som ikke @ndrer pa tilstandene der udspaen-
der Hilbertrummet, altsé basisvektorerne, vil vere reprae-
senteret ved en diagonal matrice.

2. En operator, som kun pavirker det ene spin, kan effektivt
set repraesenteres ved en 2x2 matrice, idet det andet spin
fores uendret videre, mens det spin, der pavirkes, kun har
én anden mulighed, hvis det andrer sig, nemlig at aendres
til at pege den modsatte retning af, hvad det pegede inden
operatoren virkede.

Denne indsigt leder os frem til at kunne benytte en meget
simplere notation, hvor vi regner pa hvert spin separat med

en 2 x2 matrice.

Udtrykt i bra—ket notation og som 2—dimensionale vektorer
fér vi nu felgende repraesentation:

ol o) o
0 a 1 a 0 b 1 b

Lader vi operatoren S." virke pa L T> fas:

stut=3f, )0 Lo)
olilo 0L )50
_ —7"1@ @ s

1
Her har vi ladet (Oj opfore sig pd samme made som en kon-
b

stant gor under fx integration, altsa satte den ud foran, idet
den gar uendret gennem operationen.

Vi ser altsa at tilstanden I T> er egentilstand for operatoren
S og har egenvaerdi —% .

Lad os preve at se pa denne forsimplede notation i en situa-
tion, hvor operatorens effekt er at flippe det spin, den virker
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pa. Vi ser pa operatoren S, , som maler x—komponenten af
partikel a’s spin og lader den virke ind pa V1>, den samme
tilstand som for.

I basen {ITH> = ((l)j , |i«a> =

~a 0 1
ved . = g[l Oj . Ibilag 1 benyttes lejligheden til at tjekke,

0 ~a
( J } er matricen for S. givet

at hver af matricens indgange stemmer med definition 1:

Viladernu S, virke pa [{1>:

T HIGINERERRIG!
2[3]2@ - %@@ U

og altsa er S, N> = g |T1>, hvor det ses at N > ikke op-
fylder kravet for en egentllstand definition 2, og saledes er
N 1> ikke egentilstand for S.". Vi bemarker ogsa at S. ﬂlp-
per retningen rundt pa spin @ mens spin b er upavirket. Vores
simplere notation fanger altsa den fysiske opfersel af den ope-
rator, vi har undersogt.

For at afrunde introduktionen af den simplere 2x2 notation
sammenhgner vi med det 4—dimensionelle Hilbertrum, hvor
5. ville have veeret udtryk som

0001
~a 0010
S =h/2

0100

1000

og hvor det at lade denne virke ind pa [{ 7> havde givet

0001
0010
0100
1000

S NS=h/2 =n/2|  |=n/2M>

- o o O

1
0
0
0

Fortolket grafisk svarer virkningen af S, altsa til at rotere den
fjerde basisvektor over i den forste, uden at endre dens lengde.

0 1
Yderligere ses, at matricen (1 0] genfindes som de to 2x2

delmatricer, der ikke er nul-matricen og som giver 1—tallene
i den anti—diagonale matrix (en diagonal matrice har 1—taller
i diagonalen fra gverst venstre til nederst hejre og nul alle an-
dre steder, mens en anti—diagonal matrice har 1-taller i dia-
gonalen fra nederst venstre til gverst hgjre og nul alle andre
steder), hvilket bekrafter os i, at vi kan undgé den tunge 4 x4
notation og i stedet blot arbejde i 22 notation, sa leenge ope-
ratorerne virker pa kun én partikel ad gangen.

Fordelene ved en simplere notation er mange, og én af disse
er, at jo mindre teknisk en udregning er, jo mere overskud har
man til at koncentrere sig om tolkningen.
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2.3 Spinoperatorer
I et system bestdaende af to koblede spin % —partikler opnas en
samlet spin—enhed med spin kvantetal s = 0 eller s = 1.

Operatoren, som maler systemets totale kvadrerede spin, er

2 A~

(§[0t)2=(§a+§b) —Sa2+§b2+2§a'§b 4)

hvor a og b henviser til den ene hhv. den anden af de to par-
tikler i systemet og sidste lighedstegn i ligning (4) folger ved

anvendelse af forste kvadratsaetning.

Der geelder folgende satning for (3’ m)z ,[4]s.13:

's a

Szetning 2 o
Egenvardierne for (S )* ers(s+ 1) #?, som sa bliver 0
eller 27 for hhv. s =0 og s = 1.

Bemerkning: Satning 2 virker ud fra en klassisk betragt-
ning ulogisk, og udtrykker endnu en af kvantemekanik-
kens grundlaeggende sammenhange, som vi her ikke skal
gd ned i et argument for.

Koblingen af de to spin ligger i operatoren S-S, og projek-
tionen af det totale spin (det som kan have vaerdierne 0 og 1)
ind pé z—aksen benavnes m_og repraesenteres ved operatoren

A~ tot ~ a ~ b
z .

S: =8 +8

Intuitivt kan man tenke pa S-S, som et prikprodukt/indre
produkt der i spinrummet, det vektorrum hvor spinvektorer-
ne befinder sig, méler hvor meget af det ene spin, der er i det
andet spins retning, og da de to spin jf. Paulis udelukkelses-
princip er koblede vil netop S, -5, indeholde information om
denne kobling. Vi vender tilbage til dette i afsnit 2.6.

Egentilstandene for S-S, og de tilherende egenverdier, samt
de mulige veerdier for m_og s fremgér af nedenstiende skema.

s Y

Egentilstand m_ K 5-S,
™M 1% 1 %-hz
| ¥ >= M 0 1 l K2

+ \/5 4
NES 1k 1 % n?
[P >= M 0 0 _é.hz

2 4

Tabel 2.1

Egentilstande og egenveerdier for operatoren 3’; . 3’; , samt kvan-
tetallene s og m_ for en reekke mulige tilstande af systemet bestd-
ende af'to koblede spin % —partikler.
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2.4 Det kvadrerede spin for hver partikel

Onsker man at male det kvadrerede spin f\or2 hver af 2partikler—
ne separat, sker dette med operatorerne S. og S» . For det
ene spin, det der benavnes a, gelder at

A2 A2 A2 A2 hz/\z ~2 ~2
Sa =Sx +Sy +Sz=E (Gx +Gy +Gz)

Her er cArx,c:' y 0og o - Pauli-matricerne
~ 0 1) ~ 0 —i ~ 1 0
Ox= ,O0, = 0g0: =
1 o)l o) o 4

~ 2
Tilsvarende notation og fremgangsmade benyttes for S .

~ 2 ~ 2
Viundersoger nu egenvardierne for operatorerne S. og Ss
og ensker vha. matrixmultiplikation at vise, at egenverdierne

for bide S. og S, er 3(%) =%'h2.

Kvadratet pa hver af de tre Pauli—-matricer giver enhedsmatri-

A (1
cen, [ =
0
2 2
som S, :(Ej ((7)2:+Gi+0'j)=3'(E] I.
2 2

Lader vinu 3‘02 virke pé en tilstand | V> fas egenveerdiligningen

0 ~
1] , se bilag 2. Altsé kan operatoren S a2 skrives

2 2
Sa2|‘1’>=3(§j I|\P>=%|‘P> )

idet, at enhedsmatricen virkende pa en hvilken som helst tilstand
blot giver tilstanden selv og en egenverdi pa 1. Konstanterne
gér uzendret gennem matrixmultiplikation jf. setning 1.

. . 52 .3 .
Vi ser altsa, at egenvardien for S. er lig — -ogaten vil-
karlig tilstand |¥> i vores todimensionale Hilbertrum for de
to spin %—partikler er egentilstand. Da S. maler partikel
a’s totale spin uden at pavirke partikel b, er dette maske ikke
si overraskende, for det at 3.’ |‘P>=¥|‘P> betyder netop, at
partikel @ er en spin % —partikel. Tilsvarende gelder naturlig-
vis for partikel b.

For at visualisere betydningen af ligning (5), kan man traekke

pa allerede kendt viden. Vi ved fra vektorer i rummet, at det
v

X

= byd 2 2 2 :
for en vektor v =| v | gelder, at = v:+ v, +v, , hvilket
o . z =2 _ .2 2 2
ogsé kan skrives som at [ =V’ + v, VL

Ligning (5) kan derfor forstds som, at operatoren S az maler
det kvadrerede spin for part/i\k2el a, og hvis man tenker pa et
spin som en vektor, svarer S. til den kvadrerede lcengde af
spinvektoren for partikel a, men malt i enheder af 5 At det-
te - fremkommer er en konsekvens af selve kvantiseringen
af spin, hvilket matematisk set blot er at regne i enheder af %

i stedet for enheder af 1, og som fysisk set minder os om, at
den kvadrerede leengde af spinnet ”lever” i spinrum og ikke
det normale euklidiske rum.



2.5 Projektionen af det totale spin ind pa z—aksen
Egenverdien for projektionen af det totale spin (det som kan
have vardierne 0 og 1) ind Pa z—aksen benaevnes m_og reprae-
senteres ved operatoren 5.0 =8."+ Sz .Vi kan nu vise vha.
operatorernes matrixreprasentation, hvordan 2. kolonne i ta-
bel 2.1 fremkommer.

Operatoren der maler et spins projektion ind pa z—aksen benaev-

~z 1
nes S =E{

0 1
og 1 systemet bestaende af de to spin = —
5lo _J g18y pin -

partikler har vi, at S ztm =S, +S, . Operatorens form afspejler,
at spinprojektionerne er additive, en egenskab der ogsa gel-
der for normale vektorer i rummet. Det skal bemaerkes, at det
kvantemekanisk kun er muligt at kende én spinprojektion ad
gangen, og man kan séledes ikke kende hverken x— eller y—pro-
jektionen af spinnet, nar man allerede kender z—projektionen.

Vi giver nedenstaende et ek§§mpel pa en gennemregning af
en af egentilstandene for S. , supplerende beregninger kan
findes i bilag 3 .

Som besluttet benyttes 2 x2 notationen:

S5 M =S, +8,)M>

o)dlo L6156 S0
_ z%@ @ —2. 2ttt

Altsé er |T1> egentilstand for 5" med egenvaerdl h. Frabilag 3
fremggr det, at ogsé [N er egentilstand for S." menmed egen-
. . N>+ 1S N1
veaerdi —/, mens egentilstandene NG og N
begge har egenvardi 0. 2 2

2.6 Kobling af to spin beskrevet vha. operatoren S.- S
Vi skal nu undersoge den tidligere omtalte kobling mellem de
to spin, og i den forbindelse far vi brug for et matematisk ob-
jekt kaldet en kommutator.

Definition 3
For to fysiske sterrelser u og v er kommutatoren |-,
lem u og v givet [u,v] =uv—vu

-] mel-

Hvis u og v blot var to normale tal, som vi kender dem, ville
kommutatoren blive nul, idet faktorernes orden er ligegyldig
ved multiplikation af tal. Repraesenterer u og v imidlertid ope-
ratorer som er givet ved matricer er kommutatoren i alminde-
lighed forskellig fra nul, idet matrixproduktet 4B i alminde-
lighed ikke er lig BA4.

Som omtalt vil en maling af en observerbar sterrelse, matema-
tisk udtrykt ved en operator, medfore, at systemet tvinges til at

veaere 1 en egentilstand for operatoren samt, at den malte veerdi
vil veere en egenveerdi for operatoren. Repreaesenteres operato-
ren ved en matrice, vil egentilstanden altsd veare egenvektor
for matricen, og den malte verdi vere egenvaerdi.

To observerbare storrelser kan derfor kun males (kendes) sam-
tidig hvis systemet er i en egentilstand for begge operatorer,
hvilket vil svare til, at operatorernes matricer kommuterer.
Dette er formuleret i seetning 3.

Seetning 3

Lad A vere en matrice der repraesenterer en kvantemeka-
nisk observerbar storrelse 4, og lad B vere en matrice der
repraesenterer en kvantemekanisk observerbar sterrelse B.
Lad endvidere E, vare en egenveerdi for 4 oglad E, va-
re en egenveardi for B.

Det er da muligt at male (altsa at kende) en verdi for de to
fysiske observerbare sterrelser 4 og B samtidigt, hvis og
kun hvis systemet er ien tilstand [V, >, som bade er egen-
tilstand for A og B hvilket indtreffer hvis og kun hvis
[4.B]=o0.

. J

Et bevis for satning 3 kan findes i bilag 4.

I afsnit 2.4 og 2.5 undersogte vi det kvadrerede spin for hver
partikel samt z—projektionen af bade det totale spin og de indi-
viduelle spin, og vi s4, at disse kunne kendes samtidig. Arsagen
er, at [ss}:o [4], 5.12.

Det samlede spin, opndet som summen af de to individuelle
spin for partikel a og partikel b er som tidligere naevnt, givet
ved S =8.+8, , men grundet de kvantemekaniske love
er hvert spin underlagt kommutationsrelationerne, [4] s. 12,

[S‘X,S‘y} —inS.
[33} = —ihS, (6)
[f?y,f?z] = ihS,

Da ingen af kommutatorerne i ligning (6) giver nul, kan man
ikke samtidigt kende x—, y— og z—komponenterne af hvert af
de to spin og dermed ikke blot addere de to spinvektorer for
at opna viden om det samlede spin. Havde der veret tale om
klassiske tredimensionale vektorer, havde dette ikke vaeret et
problem.

Vi kan dog stadig blive klogere pa spinkoblingen Ved atsepa det
kvadrede totale spin (Sm) Det ma gazlde at (Sm) = (S + Sb)
og vi kan nu behandle dette som kvadratet pa en toleddet stor-
relse, hvor hvert led er en vektor. Ved at bruge forste kvadrat-
seetning, hvor vi erstatter det dobbelte produkt med det dob-
belte indre produkt, fas
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(S ) =(8u+8,) =8, 458, 425, 5,

Isoleres det sidste led som indeholder bade S. og S, fas

~ 2

A~ A~ A~ A~ \2 A 2
2848 =(Sa +Sb) =Sa =8
Herfra kan vi isolere den sakaldte spinkoblingsoperator S.-S, .
8.8 ={(8u+50) -5, -5
2
A~ A~ \2
Vi husker nu, at (Sa + Sb) har egenveerdierne 2-4% og 0 hvis

s=1hhv.s=0, se alfsznit 23, og at vi i afsnit 2.4 har udregnet
egenverdierne for S« og S» .

Egenverdierne for S, -§; kan nu beregnes som
A~ ~ A~ A~ \2 ~ ~
5.8 =1((Sa +5,) -8, —Sb2):>
2

l(zhz BEPT

Ehz =lh2 nir s=1
2 4 4 4

egenveerdier . 3 3 3
—(th——hz——hz =—=# nar s=0
2 4 4 4

()

Kombinerer vi denne viden med resultaterne for projektionen
af det totale spin ind pa z—aksen udregnet i afsnit 2.5, ses det,

DS om
\/E 5

alle har s = 1 og dermed egenverdien 2 for spinkoblings-
operatoren, har hhv. m_=1, —1 og 0. Disse tre tilstande kaldes
en triplet (tri, fordi der er tre beslaegtede tilstande).

. N> -
Tilstanden |V >=—"—+——
Y= h

kun har en mulighed for projektion af det totale spin ind pa
z—aksen, m_= 0, kaldes en singlet, da denne ikke i termer af
egenvardier har nogle beslegtede tilstande. Singletten har
egenvardien —%hz for spinkoblingsoperatoren.

at de tre tilstande [T7>, J4> og | Y, >=

, som har s =0, og som dermed

Vi husker nu, at de netop undersegte egenverdier er malte
vaerdier fremkommet ved méling pa en tilstand. For at tolke
dette, har vi brug for begrebet forventningsveerdi.

's a

Definition 4

Forventningsveerdien, eller gennemsnitsveerdien, af en mal-
bar fysisk storrelse 4, over mange ens kvantesystemer med
samme tilstand [\¥>, skrives <4> og beregnes som <\P|4|¥>.

Forventningsvardien kan teenkes pa som et veegtet gennem-
snit af malingens mulige udfald, hvilket i almindelighed ikke
er det samme som vardien af det mest sandsynlige udfald.

. J

Vi skal i denne artikel ikke beskeeftige os dybere med begre-
bet forventningsveerdi, men blot bemerke at hvis [¥> =V >
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er en normeret egentilstand for A med egenvardi £, si er
<A>=<V¥Y,Al¥Y,>=E,.

I forbindelse med spinkoblingsoperatoren S.-S» skal man vze-
re forsigtig med tolkningerne, idet man nemt kommer til at
drage klassiske paralleller, der ikke er korrekte. Vi vil allige-
vel vove pelsen ved at visualisere nogle egenskaber ved for-
ventningsvaerdien for S.-5, ved hjzlp af vektorprojektion i
to dimensioner.

Klassisk gelder det for to reelle vektorer @ og b, at projek-

tionen af @ ind pa b er givetved a; = %I; . Hvis de to
al-
vektorer er normerede, altsa har lengde 1, er nevneren i pro-
jektionsformlen lig 1 og dermed er prikproduktet den faktor, der
afgor, hvor meget af a dereri b’s retning. Sammenligner vi
dette med ligning (7), ser vi at forventningsvaerdien for S.-Ss
kan tolkes som halvde]en af; f(z)rslielzlen mellem forventnings-
veerdien for (Sa + Sb) og S« +8» ogdermed som den del
(q\og slfalgret med en faktor % ) af ongventniAngsveErdien for
(Sa +S845 ) , som ikke stammer fra S. og S» . I figur 3 er
dette forsegt visualiseret ved at drage en parallel til klassi-
ske vektorer, hvor prikproduktet mellem a og b kan tolkes
som halvdelen af det areal der opnas ved at trackke det bla og
det rede fra det gronne. I tilfeeldet hvor forventningsvaerdien
for operatoren S.-Syer 0, svarende til det klassiske tilfel-
de, hvor @-b =0 (de to vektorer er ortogonale), kan man tale
om en tilstand, hvor de to partikler a og b ikke er koblede . I
det klassiske tilfaelde ville dette svare til situationen, hvor det
rede og blé areal tilsammen er lige sa stort som det gronne.

I det modsatte tilfzelde, hvor de to partikler er koblede, vil for-
ventningsvardien for S.-Shvaere forskellig fra nul. Dette kan
teenkes pa som en situation, hvor arealet af det gronne kvadrat,
se figur 3, er enten storre eller mindre end summen af det bla
og det rede. Eksempelvis vil en triplet tilstand tilsvare situa-
tionen, hvor arealforskellen er positiv og singlet tilstanden en
situation med negativ arealforskel. Faktisk vil singlet tilstan-
den, som har spinkvantetal s = 0, tilsvare en situation hvor det
grenne areal er nul.

Figur 3 ~
Prikproduktet mellem a og b kan tolkes som halvdelen af det areal,
der opnas ved at treekke det bld og det rade areal fra det gronne.



2.7 Rotation og rotationsinvarians

Vi har allerede set, husk pa operatoren S, , at nogle kvanteme-
kaniske operatorer har at gere med rotationer. I forbindelse med
S, var situationen dog den, at operatoren virkede pa et spin,
hvilket vi sa tolkede som en drejning af en af basisvektorerne.

I dette afsnit skal vi imidlertid se pa rotation i sig selv, dvs.
indfere den nedvendige matematik til at beskrive operatorer
og matricer, hvis virkning i sig selv er en rotation. P4 denne
méade kan vi se pa hvordan en spintilstand opferer sig under
rotation, hvorved vi kan afdakke nogle af tilstandens geo-
metriske egenskaber. Vi starter med at introducere operato-
ren R (9) der i planen roterer en vektor vinklen # mod urets
retning, se figur 4.

y

R(®)a \

Q

Figur 4 R
Operatoren R(0) virker ind pd vektoren G og drejer den vinklen
6 mod urets retning.

Reprasenteret som matrix ser rotationsoperatoren saledes ud:

ﬁ(e):[COS(O) —sin(e)]

sin(0) cos(0)

Vi starter med at se pa, hvad der sker nér rotationsmatricen vir-
ker pé et enkelt spin, som kan pege enten op eller ned.

Disse to spin kan som tidligere repracsenteres ved basisvekto-

rerne [T> = [(IJ og N>= ((I)J .

Rotationen af |T> benavnes | T'> og rotationen af [{> benaev-
nes [{'>. I denne notation betyder merket ' ikke noget med
differentiering, men er blot en bogholdernotation for at mar-
kere at vektoren er roteret.
Ved matrixmultiplikation fas nu:
~ cos(0) —sin(8))(1 cos (6
|Tl>:R(9)|T>: . ( ) ( ) =| ( )
sin(0) cos(0) )\O) |sin(0)

=cos(@)'((l)]+sin(0)[(l)j:cos(9)|T>+sin(9)|¢>
L's— R(0) s = cos 9 —s1n —s1n
vr>= ( )| - s1n 9 cos cos

=—sin(9)-(éj+cos(9){ﬂ——sm(9)|T> +cos(6 )|¢>

Ved igen at benytte tricket, hvor de to spin betragtes uatheen-
gigt af hinanden, kan vi ved hjalp af ovenstdende under-
soge rotationen af tilstande bestdende af to spin %—partik—
ler. Ved forste gjekast virker dette maske som snyd, idet fx
cos(9) |T> —sin (9) N> er en linearkombination af to spin,
men da det kun er en linearkombination af det ene spins to
mulige tilstande, er det alligevel afkoblet fra det andet spin.
Vi skal nu se pa begrebet rotationsinvarians.

's Y

Definition 3

Hvis en tilstand |¥ '> er opnéet som en rotation af en an-
den tilstand | > og der gzlder, at |[¥ '> =|¥ >, s kaldes
tilstanden |V > for rotationsinvariant, hvilket blot vil sige
at tilstanden er uandret under rotation.

Helt konkret vil vi undersege om tilstanden [\¥_> er rotations-
invariant, dvs. undersgge om

NS> =T Us, —[Us s =11 1>, - 11>,

Vi har for overskuelighedens skyld lavet en bogholdernotati-
on, hvor fx |N'>=|T >a|»1«' >, minder os om, at det er spin a,
der peger op og spin b, der peger ned.

s N>,

:(cos(0)|T>a +sin(0)|¢>a)~(—sin(0)|T> +cos(9)|~l«>b)

=—sin(0)-cos(0)[T>,[T>, +sin(0)-cos(0) N> N>,
+cos?(0) 1> N>, —sin(0)” > [1>,

N>,

=(—sin(9)|T>a +cos(9)|~l«>a)~(cos(9)|T> +sin(9)|¢>b)

=—sin(0)-cos(0)[T> 1>, +sin(0)-cos(0) > N>,
+cos?(0) N>, 1>, —sin(6) [T>, >,

Traekkes de to led fra hinanden far man, se bilag 6, at

S e P e S (Y
Samlet set er det nu vist, at
R(O) ¥ >=/T'> >, —['> 1>,
=M N>, —{> [T, =¥ >

hvilket netop er egenskaben for en rotationsinvariant tilstand.

Hvis man udferer en lignende rotation pa tilstanden |V+> fés
> N>, + 1>, 1>, =cos(20)(|T>, N>, + N>, [1>,)
+sin(20) (N> N>, =[T>,[1>,)

hvor additionsformlerne 2sin(6)cos(6)=sin(26) o
cos(26) = cos*(0) - sin(G)2 er anvendt.
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NYHEDER fra Fysikforlaget

SKATTEKISTEN - fysikopgaver til studentereksamen
Bind 1: 1966-1998 — Bind 2: 1998-2016

En ren skattekiste af gamle, gemte, men ikke glemte opgaver, der
tegner et meget nuanceret billede af, hvad elever har arbejdet med
gennem 50 ar. De har systemmaessigt veeret meget sterkt styrende
for undervisningens udvikling, ofte mere end de geeldende reg-
ler. Fysik er simpelthen et af de mest spandende fag, man kan
beskeftige sig med.

Evig Energi?

- batterier og braendstof

Evig Energi? — batterier og brzendstof

Fjerde bind i serien Evig Energi? tager udgangspunkt i udfordrin-
gen med at gemme elektricitet i genopladelige batterier eller i bae-
redygtige breendstoffer. Vi gennemgar opbygningen af lithium-
ionbatterier og redoxflowbatterier samt beskriver, hvordan fx me-
tanol teenkes fremstillet fra elektrolytisk brint sammen med bio-

Fysikforlaget

gas eller med kuldioxid direkte fra atmosfaeren.

Med andre ord er
ROV, >=[T> N>, + L 1>, 2%, >
og dermed er |+ > ikke rotationsinvariant.

Denne forskel har en god forklaring, nemlig at [¥_> har s =0,
mens |'\Y+> har s = 1. En tilstand med spin kvantetal s = 0 be-
tyder, at det samlede spin har egenverdien nul, og dermed har
det ingen samlet retning, hvilket gor denne tilstand invariant
for rotation. En tilstand med spinkvantetal s = 1 har derimod
en samlet retning og pavirkes derfor af en rotation.

3. Afrunding

Vi har i artiklen set pé en rackke udvalgte aspekter af et sy-
stem bestdende af to koblede spin % —partikler og har under-
vejs forsegt at treekke paralleller til normalt kendt gymnasie-
stof. Didaktisk har balancegangen bestaet i at forklare 1 dyb-
den uden at gore det unedigt tungt. Derfor er grundlaeggende
matrixalgebra ikke blevet introduceret, og interesserede kan
ud over det allerede navnte materiale laese fx [5].
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Noter

1) nbi.ku.dk/nyheder/nyheder 2020/kvantemekanisk-entanglement-
af-adskilte-store-objekter

2) Konstruktion af en ukoblet tilstand i det givne Hilbertrum ligger
dog uden for denne artikels reekkevidde, men et eksempel kan fin-
des i bilag 5.

Bilag
Bilag kan findes pa felgende link: torstentranum.dk/fysik
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