Kvantemekanik i SRP’en

TorsTEN TRANUM ROMER, Frederiksberg Gymnasium

En gang imellem er der elever fra studieretninger med mate-
matik, fysik og kemi, der i SRP gnsker at skrive om kvanteme-
kanik. Emnet er svert for alle og iser for gymnasieelever, der
hvis de skal have oplevelsen af at forsté stoffet samt formidle
det pa et rimeligt niveau, har et meget stort arbejde foran sig.
I denne artikel praesenteres en SRP med omdrejningspunkt i
kvantemekanikken. Forst behandles selve opgaveformule-
ringen og dernaest bliver en vejledende besvarelse skitseret.

Projektet er montet pa fagene matematik A og fysik A eller
B og blev til som en modificeret version af en opgave fra et
kursus i kvantemekanik for nanoteknologer pa Kebenhavns
Universitet. Undervejs i udarbejdelsen radferte jeg mig med
den oprindelige opgaves forfatter, Karsten Flensberg.

Opgaveformulering

* Redegorelse for grundleeggende begreber inden for den li-
neare algebra, herunder linezre afbildninger, vektorrum, ma-
trixrepraesentationer af lineare afbildninger, egenvektorer og
egenvardier. Redegorelsen skal indeholde bade definitioner,
setninger (hvoraf mindst en bevises) og eksempler pa udreg-
ninger.

* Der onskes en gennemgang af grundlaeggende begre-
ber og sammenhange inden for kvantemekanik, herunder
Hamiltonoperatorer, egenenergier og egentilstande. Hvor det
er muligt, skal disse begreber og sammenhange sattes ind i
konteksten af linezer algebra.

» Endeligt onskes vedlagte opgave lost, og som afslutning
skal denne opgave perspektiveres og settes i sammenhang
med de foregdende to punkter.

SRP—projektets kvantemekaniske del ser séledes ud:

Spergsmal A

Vi betragter et system med en elektron, der kan velge imel-
lem to pladser. Det koster energien ¢ at sidde pa hver plads, og
der er en energigevinst /' forbundet med, at elektronen hopper
mellem pladserne. Systemet kan tegnes séledes:

\Y,
PR
e o2
Her betyder |1>, at elektronen befinder sig pa plads 1 og

|2), at elektronen befinder sig pa plads 2. Det oplyses, at
Hamiltonoperatoren for dette system er:

A =<+ =2 -V (Dl +2)0). r=0 )
1. Forklar den fysiske betydning af Hamiltonoperatoren H.

2. Ger rede for, at egentilstandene for H er

oy == (1)+12) o |oa) = =(1)-12)
med tilknyttede egenveerdier hhv. e — Vog e +V.

3. Konstruér pa baggrund af (1) matricen for Hamiltonoperatoren
H og tjek vha. et CAS—verktej, at denne matrice har de
samme egenvektorer, som dem du fandt under pkt. 2

Vink: Nogle CAS—verktgjer kan ikke regne med bogstavma-
tricer. Er dette tilfzeldet seet da fx ¢ til vaerdien 1 og V'til veerdi-
en 2. Overvej i s fald betydningen for egenvektorer og egen-
vardier, nar dette trick benyttes.

4. Angiv systemets grundtilstand og den tilknyttede grundtil-
standsenergi og diskuter i den forbindelse den fysiske be-
tydning af grundtilstanden.

Spergsmél B

Inspireret af den simple model, vi lige har behandlet, skal vi
se pa en anden model, nemlig en model for benzenmolekylet.
Benzenmolekylet bestar af 6 pladser, hvor i alt 6 elektroner
(valenselektroner for at vaere praecis) kan befinde sig. Disse
seks pladser benavnes [1), [2), [3), [4), |5) og |6) , og mo-
dellen kan illustreres ved felgende tegning.
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Hamiltonoperatoren for systemet ser saledes ud:

H = —(){2|+[2)(1]+[2)(3]+13) 2]+ [3) (4] +]4) 3]
H4)(5[+[5) (4] +[5) (6] +6) (5] +[6) LI+[1) (6D

Her er ¢ den energibesparelse, der er forbundet med at hop-
pe fra plads til plads. I den model for benzen molekylet, som
Hamiltonoperatoren reprasenterer, ses elektronerne altsa som
kinetiske partikler, hvormed der menes partikler, der minime-
rer deres energi ved at vaere 1 bevagelse.

1. Vis, at matricen for Hamiltonoperatoren er givet ved

0 -1 0 0 0 -1
-1 0 -1 0 0 0
B0 =1 0 =1 0 0
0 0 —1 0 —1 0
0 0 0 —1 0 -1
-1 0 0 0 —1 0

t>0
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og kommenter pa, hvorfor (—1)—tallerne star pa de givne
pladser.

Vink: Lad dig ikke forvirre af de negative fortegn. De skal ba-
re vare der, for at Hamilton operatoren indeholder informa-
tion om, at det er energimeessigt favorabelt for en elektron at
hoppe fra plads til plads.

2. Vis at vektorerne
[0} =~ (1) +[2)+[3)+|4)+[3)+]6))

) = L(2)+[3)-|3)~[6))

=0 +312)-3 1314315 +316)

er egenvektorer for H og bestem de tilknyttede egenveer-
dier.

S

Vink: Du kan gere dette enten direkte ud fra H eller ved at
omskrive ket—vektorerne til traditionel vektorform i standard
basis og gange dem pa matricen H .

3. Diskuter til sidst formen af de tre egenvektorer |m, ) , |m;)
og |m,) ud fra figuren herunder.

Figuren viser de tre nederste energitilstande for benzenmo-
lekylet. Da benzenmolekylet indeholder 6 elektroner, vil
grundtilstanden derfor vere beskrevet ved, at de tre neder-
ste energitilstande hver indeholder to elektroner, idet Pauli—
princippet kun tillader en spin—up og en spin—ned elektron
i hver energitilstand. Opgaven er slut ¢
Skitsering af besvarelsen

I det folgende skitseres, hvorledes projektets vedlagte opga-
ve (opgaveformuleringens punkt 3) kan besvares. Der leegges
vaegt pa, hvad der for en gymnasieelev er minimumsviden for
at svare fyldestgerende. Opgaveformuleringens to forste punk-
ter berores af pladshensyn ikke.

Den vedlagte opgave kan pa trods af sit store omfang besva-

res vha. en begrenset mangde teknikker. Disse fremgar af
boksen pé naeste side.
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Vejledende besvarelse — Opgave A

A1: Hamiltonoperatoren for et fysisk system udtrykker syste-
mets energitilstande. Egentilstandene for Hamiltonoperatoren
og de dertilhorende egenvardier, repraesenterer de mulige ener-
gitilstande, systemet kan befinde sig i. I det konkrete tilfeelde
udtrykker Hamiltonoperatoren altsa de mulige energitilstande
for to—elektronsystemet.

A2: Lad tilstandene |1) og |2) udgere en orthonormal basis

for det todimensionelle Hilbertrum, der beskriver elektronens

to mulige placeringer: Plads 1 og plads 2. Ved at lade H vir-
o 4: 1 o

ke pa tilstanden |oy) = —=([1)+]|2)) fas

ﬁlal>=A%(ll>+|2>)
:$5|1><1|1>+$€|1><1|2>+%5|2><2|1>+
ﬁsl2><2|2>—V|1><2|1>—V|1><2|2>—
V2)(1[1) - |2)(12)
—s%(|1>+|2>)—1/%(|1>+|2>)

1
— - -L)+2) =7
=V (H+h=(-Nla)
Her har vi brugt, at (1|1) = (2[2) =1 og (2|1) = (1|]2) =0 idet
|1) og |2) jo netop udger en orthonormal basis.

Tilsvarende fis, at H |a, )=

ﬁﬁ(|l>—|2>):(a+V)|a2>.

Det er hermed vist, at |oy) og |a,) er egentilstande for H
med egenvardierne hhv. (e —V) og (e +V).

A3: Davihar at gare med et to—dimensionelt rum (Hilbertrum) ud-
spaendt af basen {| 1), 2)} , vil matricen for Hamiltonoperatoren bli-
ve en 2 % 2 matrix, hvor indgang ij er fastlagt som H j; :?i |Hr1 jB.
For indgang H fas:

Hu =(1|H|1)

(
{

1) (1|+ef2) 2| ¥ (12| + ) ap))

)¢
() +e[2) (1) =D -V [2)(1)
A +e2)2) =y AHEnH-r{2)1)H

=&

P tilsvarende vis fas Hi2 = —V , Ho=-V og Hyn=c¢ og
den samlede matrice ser derfor saledes ud:

~ e -V
H =

Egenvektorerne for denne matrice kan bestemmes vha. Nspire.



's Y

“Basiskvant” for gymnasieelever

 For en orthonormal basis gelder folgende deltafunktion synlighed. Kvantemekanisk kan dette fortolkes som sand-

<i|j>:5ﬁ:{0 for

hvor §; kaldes Kroeneckers deltafunktion. Her er (il
en sakaldt "bra”, mens | j) kaldes en “ket”. Det smarte
her er, at bra’er i en n—dimensionel orthonormal basis
kan repraesenteres af vektorer pa formen

(i|l=Gy &y o iy i)
mens ket’er er pa formen

J
. J2
li=] :
.]nfl
Jn

Det indre produkt (i|j) udferes derfor efter reglerne for
normal matrixmultiplikation som en rekke ganget sam-
men med en sgjle.

* En vektor kaldes normeret nar det indre produkt med sig

selv er 1. I bra—ket —notation er en vektor |7) altsa nor-
meret nar (i|i)=1.

Basisvektorerne for en n-dimensionalt rum (Hilbertrum)
er pa ket form

1 0 0
0 1 0
0 0 1

hvor der i hver ket er n pladser. Basis bra’er konstrueres
tilsvarende som raeekkevektorer.

En given vektor skrives som en linearkombination af ba-
sisvektorer og er altsa skrevet som en ket pa formen :

~

|vektor) = ¢ |1} + ¢, |2)+ -+ ¢, |[n—1)+ ¢, |n)

(0 0 (o
=a|P|+ali [+ ta |+l
0 0 0 1

n
Er vektoren normeret geelder det, at Zciz =1, saledes

i=1

at kvadratet pa hver koefficient kan fortolkes som en sand-

synligheden for at fx en elektron “’befinder sig langs” en
given komposant af vektoren.

De grafiske fremstillinger af egenfunktioner kan nar funk-
tionen er normeret, dvs. ndr det samlede areal mellem
grafen og aksen gennem punkterne 1-6 har areal 1, for-
tolkes som en sandsynlighed. Grafens hgjde over en be-
stemt plads kan derfor tolkes som sandsynligheden for at
en elektron befinder sig netop pa denne plads.

En operator, fx Hamiltonoperatoren, lader man virke mod
hejre, og hvis operatoren er repraesenteret ved en m X n
matrix ganges denne via normal matrixmultiplikation pa
en n—dimensional ket (n—dimensional sgjlevektor), der
herefter giver en ny n—dimensional ket. Denne ket er sa
klar til et indre produkt med en bra af samme dimension
(n-dimensional raekkevektor).

Eksempel

I ”bra—ket”—notation udferes operatorudregninger me-
get elegant. Hedder operatoren fx O = t|2> <1 , hvor z er
et tal, virker denne ind pé ketten |1) pa folgende méade

ol1y=[2)(1|1)=]2)
og altsa bliver
(2[0]1) = (2]2) =1(2|2) =1

idet konstanter altid passerer uendret igennem det in-
dre produkt.

» Indgang jj i en matrix, der reprasenterer en operator, er

defineret som:
H; =(i|H|j)

hvor (i| erdeni’te basis braog | j) er denj’te basis ket.

J
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Dette giver

1 1 N 0 1 {1} (0
S2o) 1)) %8 Lllo) 1
hvilket netop er formen pé |al> og |a2> angivet i opgave A2.

De tilherende egenvaerdier kan nu findes ved at diagonalisere

H ibasen {|oy).|an)}, hvilket giver
=~ |e=V 0
10 ety

Dette kan desveaerre ikke gores pa TI-Nspire nar indgangene er
variable, men man kan slippe omkring problemet ved at satte
fx e =2 og V' =1, hvilket giver egenvardierne 1 og 3, sva-
rende til hhv. e =V og e+ V.

A4: Da et systems grundtilstand er karakteriseret ved det la-
vest mulige energiniveau, og da ethvert af disse energini-
veauer ifelge kvantemekanikkens love er en egentilstand for
Hamiltonoperatoren og bade ¢ og da V' er positive storrel-
ser, sa ma systemet bestaende af de to elektroner have grund-

tilstanden
=4l

med tilherende grundtilstandsenergi € —V.

[1+2

Opgave B
B1: Vi har nu at gare med et seks—dimensionelt Hilbertrum ud-
spandt af basen {| 1),|2).]3).]4).|5) ,|6>} . Som for er indgang ij

fastlagt ved H i = <i |1/L\I ‘ j> . Som eksempel fas

Hu =<1‘ﬁ‘1>
= (= (IDC[+2)(1[+[2){3]+[3)(2[+
[3)(41+14) 3]+ 9 (5] +[5) (4] +
[5){6]+[6)(5|+6)(1]+[1){6][1)
==t (U1)2[1) = (1[2)(1[1) = {1]2){3]1) = (1[3) 2[1)
1(1[3) (4] 1) = (1] 4)(3[1) — £ (1]4)(5|1) — £ (1] 5){4]1)
—1(1[5){6]1)=(1|6)(5|1) — (1] 6){1[1)—£{1|1) (6] 1)

=0

da alle led er pa formen (i| j) = 6; med i= j . Fortsattes sa-
dan for alle 36 indgange fas

0 -1 0 0 0 -1
-1 0 -1 0 0 O

0 -1 0 -1 0 O

0 0 -1 0 -1 0

0 0 0 -1 0 -1
-1 0 0 0 -1 0
Her star (—1)tallerne pé praecis de indgange, der svarer til hop
mellem to nabopladser. Indgang 12 svarer til at elektronen
hopper fra plads 1 til 2, H23 svarer til at elektronen hopper
fra plads 2 til 3. At modellen kun tillader elektroner at hop-
pe til en naboplads, afspejles altsa ved at indgange med veer-
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dier forskellige fra nul (her —1) kun forekommer pa formen

ﬁ,—,m eller Hit1,i. 1
1
B2: |my) omskrives til vektorform i standard basis: |, ) = ﬁ i
1
1

og ganges pa matricen for H . Dette giver

0 -1 0 0 0 -I
10 -1 0 0 0

v l0 -1 0 -1 0 0]

Hlm)==2l0 0 —1 0 -1 0
0 0 0 -1 0 —I
10 0 0 -1 0

[N
[\S}
N[~
[EENN N

Skrives dette som H|my)=—2¢|m,) ses det, at |my) har
egenverdien —2¢.

Tilsvarende fés for |m) og |m,), at ﬁ|m1>:—t|m1> og
H|my) = —t[m,).

B3: Faktoren 71 Hamiltonoperatoren H udtrykker, at systemet
af elektroner saenker sin energi ved, at partiklerne er i bevae-
gelse. Dette kan ikke forstas i et klassisk billede, idet klassi-
ske partikler jo minimerer deres energi ved at veere 1 hvile. For
kvantemekaniske partikler som elektronerne i denne opgave
gelder Heisenbergs usikkerhedsprincip, Ax-Ap > % , hvor-
af det folger, at hvis positionen af partiklerne er meget ube-
stemt, sa kan hastigheden via impulsen vaere meget bestemt.

Det er altsa en nedvendig betingelse for, at en kvantemeka-
nisk partikel kan minimere sin hastighed og dermed energi, at
dens position er ubestemt. Derfor vil en kvantemekanisk par-
tikel gerne beveege sig og vare flere steder pa en gang. Det
er netop dette, vi ser i egenvektoren |m0> ’s form med et 1-tal
pé alle pladser. Denne konfiguration af elektronerne svarer til,
at begge 1 gennemsnit befinder sig lige meget pa hver plads i
benzenmolekylet — eller mere pracist: I gennemsnit lige me-
get over hele benzenmolekylet — hvilket ogsa illustreres af den
gronne graf. Denne elektronkonfiguration giver netop den lave-
ste energi for elektroner, der i modellen med Hamiltonoperator
H beskrives som kinetiske. Fortolkes den gronne graf som en
sandsynlighedsamplitude, ses det, at der netop er samme sand-
synlighed for, at elektronerne befinder pa ethvert sted i mole-
kylet (ingen position er foretrukket frem for andre).

Egenvektoren |m, ) harkomposanter langs retningerne |2),|3),|5)

og |6> , hvilket betyder, at her kan de to elektroner ikke be-
finde sig pa pladserne 1 og 4. Dette giver naturligt en hgje-
re energi (egenvardi —¢), idet elektronerne her fordeler sig pa
mindre plads end i tilfaeldet |m0>. I et termodynamisk billede
har elektronkonfigurationen svarende til |m1> en lavere entro-
pi end elektronkonfigurationen svarende til |m0>, hvilket ogsa
kan forklare den hejere energi. Grafisk repraesenteres dette ved
den bla kurve, hvor det ses, at der ikke er lige stor sandsynlig-
hedsamplitude over alle pladser i molekylet — de tilgaengelige
pladser |2),]3),|5) og |6) har samme sandsynlighed (som s&
hver ma vere en fjerdedel) mens de ikke tilladte pladser |1)

og |4), har sandsynlighed nul.




Egenvektoren |m2> har komposanter langs alle retninger og
har derfor en sandsynlighedsamplitude over alle pladser, se den
rode graf. Bemaerk, at amplituden ikke er ens over alle plad-
ser, og at der er en placering mellem plads 2 og 3 samt mel-
lem 5 og 6, der ikke er tilladt. Sandsynlighederne kan udreg-
nes ved at kvadrere koefficienterne til hver komposant. Altsa
tilknyttes pladserne 1 og 4 hver en sandsynlighed pa 1/3, mens
pladserne 2,3,5 og 6 far sandsynligheden 1/12. Samlet set en
sandsynlighed, der summer til 1.

At egenvaerdien for |m2> er —¢ lige som for |m1> , kan grafisk
forstds ved, at de to grafer (rod og bld) blot er vandrette pa-
rallelforskydninger af hinanden. Der er altsa den samme elek-
trontethed over molekylet, blot forskudt rundt langs moleky-
let. Dette giver god mening i en model, hvor elektronerne er
beskrevet som kinetiske, og hvor benzenmolekylet har en ro-
tationssymmetri (6—folds) omkring en akse gennem centrum
og vinkelret pa molekylets plan.

At egenveerdien for |m,) er storre end for |my), selvom alle
pladser i1 begge tilfaelde kan vare besatte, kan igen forklares
ud fra den plads, elektronerne har at fordele sig pa. Den totale
ligefordeling af elektroner over hele molekylet vil give en la-

vere energi end en konfiguration, hvor alle pladser godt nok er
tilgeengelige, men hvor elektronernes position er mere bestemt.

Det skal bemarkes, at de tre grafer er fremkommet ved at ud-
trykke egenvektorerne i en basis af sfeerisk harmoniske funk-
tioner og derefter normere hver enkel. Dette er grunden til,
at grafernes amplituder kan fortolkes som sandsynligheder. At
udfere dette selv ville gare opgavens omfang for stort for en
gymnasieelev, og det er derfor i opgaven blot op til eleven at
fortolke de grafiske fremstillinger.

Afslutningsvis skal det n@vnes, at eleven loste den her be-
skrevne molekyleopgave meget tilfredsstillende, og det lyk-
kedes ligeledes at satte dette i en fornuftig forbindelse med
resten af opgaveformuleringen.

Den her beskrevne opgaveformulering befinder sig i graense-
landet mellem matematik og fysik. Det vil formentlig ogsa
vaere muligt at dreje en opgave som denne i en mere kemisk
retning, sa den retter fokus veek fra matematikken og i stedet
behandler en kvantemekanisk forklaring pa et molekyles ke-
miske egenskaber.
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