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Bilag til artiklen "to koblede spin % partikler - med

referencer til vektorer i rummet”, bragt i LMFK bladet
nummer 4, 2022.

Bilag 1
Sepr={1 |§xa|T):§(T|l):g-0:0
S, =018y =2am =222
S =SSN =20 n=01=2
S = (LIS Y=20In="0=0

Indsaettes udregningerne ovenfor i matricens indgange fas netop $¢ = Z((l) (1))

Bilag 2

De kvadrerede Paulimatricer udregnes ved matrixmultiplikation:
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Bilag 3

. o : o tot :
Viregner pa egentilstande for S, ? og benytter som besluttet 2 X 2 notationen:

) 5 Im =68 =(0) 56 2D () +6) 56 2, 6),
- z-ﬁ((l)) (é)b =24y =n

2 a
Altsd er | TT) egentilstand for .’§Zt0t med egenveerdi A.

b) &, = 87+ 8, P = 2GS U T+ 1L + 5,5 T+ 11 D)
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((2—%)( +0,0),)
1(<3> ) <> )

|N>+|¢T>
V2

! egentilstand for S‘th med egenvaerdi 0.

[T4)+] 1
NG

Altsa er

Pa tilsvarende vis kan det vises at % er egentilstand for thOt med egenverdi 0 ogat| ) er

egentilstand for fztOt med egenveerdi —#.
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Bilag 4 - bevis for artiklens szetning 3

Vi vil nu bevise sztning 3, lad derfor dens forudszatninger veere opfyldt.

Det ma nu gaelde at

A |lPAB) = EAllpAB)

B |Wap) = Eg|W4p)
Den gverste ligning multipliceres nu med B mens den nederste multipliceres med A, s vi far:

BA |LpAB) = B’EANJAB)

AB |lpAB> =4 EquJAB)

Ved at bruge konstantreglen for matrixmultiplikation, artiklens saetning 1 for en operators matrice,
samt at |¥,) er egenvektor for bade A og B fas

BA |¥ap) = EAEp|Wap)
AB |Wag) = EBEA[Wap)
Endeligt kan de to ligninger traekkes fra hinanden sa man far
(AB - BA)|¥y5) =0
Hvis dette skal vaere korrekt i det tilfeelde hvor det ikke blot er |¥45) som er lig en nulvektor,

mi A B — BA = 0 eller med andre ord [A, B] =0.

Artiklens szatning 3 er hermed bevist.
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Bilag 5 - en ukoblet tilstand

Her fplger et eksempel pa en tilstand med forventningsvaerdi nul for operatoren S, - S,, altsé et
eksempel pd det som kaldes en ukoblet tilstand i Hilbertrummet udspaendt af {| TT),| L1),| TI),| L T)}.

Spinkoblings operatoren er givet ved

. o L o .1 . 1 1
Vi ser pa tilstanden |¥,) bestaende af to spin > partikler |¥y) = | T), (x/_il Ty + x/_il l)b)

|W,) er altsa en tilstand hvor partikel a har spin op og partikel b er i en superposition af spin op og spin
ned. Det bemaerkes at partikel b’s tilstand er en egentilstand for operatoren S,.

(o), k E )b

Vi far, hvor vi lader operatoren der hgrer til partikel a virke ind pa vektoren der repraesenterer
partikel a’s tilstand og tilsvarende for partikel b:

Udtrykt vha. linecer algebra fas:

1 1
%) = 1 Da (=1 My + =1 1)

2 5510)=0), (G0, 50),)

& & — ¢6adéb cadéb da b — (&adéb caéb caéb 1 \/Z
Sa 'Sb |LIJO) - (SxSx +SySy +SZSZ) |l'p0) - (stx +Sy5y +SZSZ)(O)a| 1 |
\5/
b
— gagp (1 |2| éagp (1 |\/§| cacb (1 |2|
X x(o)a 1 y y(o)a 1| Tz Z(o)a 1
b b b
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Forventningsvardien beregnes som (¥ S, - S| W, ). Herved forstas at de indre produkter tages
mellem de samhgrende tilstande for hver partikel efter at matricen har virket ind pa ket’en. Hvis et af
disse indre produkter giver nul, forsvinder hele ledet. Det indre produkt tages ved at gange de
samhgrende bra’er og ket'er sammen vha. reglerne for matrixmultiplikation.

! —i
b ai= G 0 0.0z 3| 7] @) o o 0.6 3|7
v2/, 2/,
1
3 a00),(G 5.3
\/E b
=(;)2'(0-@+%)+0-0+1-0)=o

Vi ser altsa at forventningsveaerdien for tilstanden |¥y) = | T), (\/% | Ty + % | l)b) er lig 0, hvilket netop

er det som menes med en ukoblet tilstand i forstanden at de to spin ikke pavirker hinanden. Vi skriver
(oS4 - Sp|Wo) = 0.
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Bilag 6

OBS: Det skal bemzerkes, at den lidt uhensigtsmaessige skriveméade cos?(6) + sin(8)? = 1, som stari
artiklens afsnit 2.7 og som for at bevare konsistensen ogsa er benyttet her bilag 6, blot betyder
cos?(0) + sin?(8) = 1 eller (cos(8))? + (sin(8))? = 1, hvilket da ogsa er de typiske skriveméader.

Tilsvarende betyder de enkelstidende udtryk i artiklens afsnit 2.7 som fglger: cos?(8) = (cos(8))? og
sin(0)? = (sin(#))?

Selve udregningerne til bilag 6 fglger her:

| Tal 0 = 1)l M)
= (—sin(0) - cos(8) | Mgl Tp +sin(O) - cos(6) | )4l L)y
+cos?(8)| Nal L)p —sin(6)? | 1)l Mp)
— (—sin(8) - cos(B) | T)g| Tp +sin(8) - cos(8) | L)g| )b
+cos?(8)| Vgl My —sin(6)? | Mal 1)p)

= —sin(8) - cos(0) | T)g| My + sin(B) - cos(8) | L)g| L)y + cos?(0)] Nl L)y — sin(0)? | )q| 1)y
+ sin(6) - cos(0) | Mgl Tp — sin(B8) - cos(8) | )] 1)p
—cos?(8)| L)q| Mp +sin(0)* | gl 1)y

= (cos?(0) +sin(8)?)| Nal 1)y — (cos?(8) +sin(0)*)| al Ty
=1 Dal Vo =1 al Ds
Farvekoderne er brugt til at fremhaeve led der gar ud. I det sidste skridt benyttes at

cos?(8) + sin(8)? = 1

Bilagene er slut



